DGL-Kochen mit Briidern

1 Lineare DGL 1. Ordnung

Y = az)y + b(z)
a(x),b(x) € R

1.1 homogene Losung b(z) =0

/ ~ "a(z)dx & ViZinc
y’za(x)y@%za(m)@ln@\:fa(:v)dx+c<:>y::|:e-f (@)dz ¢ =

>0

ceJ alz) dx

1.1.1 Allgemeine Lésung
(i) ohne gegebenes AWP:

Yhom(7) = ce/ “@ e c e R

(ii) mit AWP: y(x0) = yo

[ at)dt
yhom(x) - yOezo

1.1.2 Charakteristisches Polynom y

Allg.: X(A) = A 4+ an N+ .+ agh +ag = 0 fiir y™ + ap 19D + .+ agy =0

wenn a(x)=a=konst mit a € R
(i) ohne gegebenes AWP:
Yhom () = ce’; c€ R
(ii) mit AWP: y(x0) = yo
Yhom () = yoe*~70)
1.2 inhomogene Lésung

1.2.1 Variation der Konstanten

Sei ® Fundamentalsystem der homogenen Lésung.

yi(x) y2(x Yn(z
B(a) = y' (@ yz’@ Yn' (x
1D (z) gD (2) Yy ()
fa(t)dt
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(i) ohne AWP

= y(z) = (z)c(z)

(ii) mit AWP: y(x0) = yo

c(z) = /<I>_1(s)b(s) ds

o

= Ypart = P(2)c(2)

Y(*) = Yhom () + Ypart ()

fa(t) dt [ a(t)dt y
= ype™ + e /ea(s)b(s) ds

Zo

1.2.2 Typ Rechte Seite

Sei a(z) = a = konst. mit a € R und 3’ + ay = b(x)
p(z) (i)
p(x)et” (i)
pr(2) cos(u) + pa() sin(uz) (i)
(1 () cos(yiz) + pa sin(iz))e™  (

mit b(z) =

iv)
() Ypart(z) = g(x) = deggq = degp

(ii) Ansatz: ypart(z) = q(x)e!”
(a) degq = degp, wenn pu keine Nullstelle des char. Polynoms y ist
(b) degq = degp + Vielfachheit p, wenn g Nullstelle von x ist

(iii) Komplexifizierung der rechten Seite mit b(z) = (p1(z) — ipa(x))et®
Ansatz: Ypare1(z) = q(z)e®
(a) degq = degp; = degps, wenn i keine Nullstelle von y ist
(b) degq = degp; + Vielfachh. ip = degps + Vielfachh. ip, wenn iy Nullstelle von y
= partikuldre Losung ypart = Re(Ypart,1)

(iv) Komplexifizierung der rechten Seite mit b(z) = (p1(z) — ipe(x))e(THi)e
Ansatz: ypare,1(2) = q(z)elmtin)e
(a) degq = degp; = degpe, wenn 7 + iy keine Nullstelle von y

(b) degq = degp; + Vielfachheit n + iu Nullstelle = degps + Vielfachheit 7 + ip,
wenn 1 + ¢u Nullstelle von y

= partikuldre Losung ypart = Re(Ypart,1)
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2 Lineare DGL 2. Ordnung
y'(x) + a(z)y'(z) + b(x)y(z) = c(z)

In dynamisches System iiberfiihren:

n=y

Yo =1

n) [ 0 1\ (m 0
- (y) - (—bw —a<x>) (y) ! (c<w>>

= Losen dieser DGL sieche HM2 und Variation der Konstanten

2.1 homogene Losung ¢(z) =0

Charakteristisches Polynom y

(1) A, A2 €R; A1 # Ao

Ynom (2) = c1eMT + cpe??”

(ii) AM=X€ER

yhom(x) = Cleklx + 02$6>\1x

(iii) A\ =X € C
Yhom (T) = €1 Re(e)‘ll’) + ¢ Im(eAlx)

Bestimme ¢, ¢g aus y(zo) = yo, ¥'(z0) = ¥

2.2 inhomogene L6sung
2.2.1 Variation der Konstanten

siehe 1.2.1 (i)

2.2.2 Typ Rechte Seite

siehe 1.2.2 mit y” + ay’ + by = c(z) mit a,b € R und a = konst., b = konst.

3 DGL-System n-ter Ordnung

7' = A(t)§(t) + B(t) mit A(t) € R™", B(t) € R"
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3.1 homogene Lésung B(t) = 0
3.1.1 A(t) = A = konst.

e Charakteristisches Polynom

e Lose mit HM2 (EW, EV, HV)

3.1.2 A(t) variabel

Lose mit HM2 (EW, EV, HV)

3.2 inhomogene Losung
3.2.1 Variation der Konstanten

siehe 1.2.1 (i)

3.2.2 Typ Rechte Seite

siche 1.2.2

4 DGL’s bestimmten Typs

4.1 Trennung der Variablen

iC) dy_fg))@/g(y)dy:/f(a;)da;@G(y(m))=F(IU)+C

gly) T dx g

<

e Bestimme Nullstellen ;o von g(y) = partikulidre Losungen: ypar(z) = p
e Bestimme ¢ mit gegebenem AWP y(z¢) = yo
e wenn moglich nach y(z) auflésen

—y(z) = GH(F(z) +¢)

4.2 Integration durch Substitution

4.2.1 y = f(¥)

Substituiere v(x) = @
—v'(x) = 3 (f(v(x)) —v(x))
e Bestimme Nullstellen p von f(u) — =0 = ypart(z) = px
1

e Bestimme allgemeine Losung von v' = (f — v) mit 0.3.1

e Allgemeine Losung: y(z) = zv(|z])
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4.2.2 ¢y = flax+by+c), b#0
e Substituiere v(z) = ax + by(x) + ¢

e Lose mit 4.1

4.3 Bernoulli-DGL

y = a(z)y + b(z)y*

U(x) =y(x)'

— ¥'(z) = (1 — a)(a(z)¥(x) + b(z))

Diese lineare DGL 1. Ordnung l6sen
= y(z) = U(z) 7=

4.4 Riccati-DGL
y' = a(z) + b(z)y + c(x)y?

Bestimme partikuldre Losungen ¢(z)
1

=y
— 1 = -n2c(x)p(x) + b(x)) — c()
Diese lineare DGL 1. Ordnung l6sen

= (@) = ola) + 5

4.5 Vektorfeld

Es gilt: v(p(t) = F(t, (1) = ¢'(t)
o@ = (@
V2 f)

v1(Z)y —va(Z) =0

<

(a) DGL losen
oder

(b) Uberpriife Integrabilititsbededingung
— Wahle Sterngebiet
— Bestimme Stammfunktion des Vektorfeldes, sieche HM3

4.6 Picard-Lindelof

Es gilt: fu((p(t)g = F(t,o(t) = ¢'(t), ol10) = o

pr(t) = Zo +tf (7, pr-1 (1)) dr
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